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（14:35～14:55） 
5．メダカの臨界遊泳速度に関する実験（予報）          ・・・・・38 

弘前大学農学生命科学部 ○泉完・東信行 
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Graduate School of Agriculture, Kyoto University 

○Yosuke Mibuta, Koichi Unami, Masayuki Fujihara 
（15:15～15:35） 
7．稲株を考慮した田面水 2 次元流計算の簡便化に関する研究    ・・・・・46 

東京大学大学院農学生命科学研究科 ○木村匡臣・纐纈光・飯田俊彰・久保成隆 
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13．間隙ネットワーク流れを考慮した透水係数の推定        ・・・・・92 
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京都大学大学院農学研究科 竹内潤一郎・藤原正幸 

（9:45～10:05） 
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* Alpha Technical Consultant, ** Iwate Univ., *** Akita P. U. 

 

Case Studies on Flushing of Sand Deposition by Operating Gates of Diversion Dams

* ** ** ***
TAKAI Kazuhiko*, MIWA Hajime**, HAMAGAMI Kunihiko**, NAGAYOSHI Takeshi***
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位置水頭からみた揚水灌漑地区における電力エネルギー縮減可能性の検討 

ù

独立行政法人農業・食品産業技術総合研究機構 農村工学研究所 1 
農林水産省 農林水産技術会議事務局 2 

○吉本周平 1，石田 聡 1，土原健雄 2，増本隆夫 1 
ù

1 はじめに 
食料・農業・農村基本計画（農林水産省，2010）では，2020年までに総合食料自給率を 50%に
引き上げる数値目標が掲げられている．この達成のためには，水田をはじめとする農地の利用率
の向上が不可欠であり，農業所得の減少が進む現状では管理コストの縮減が喫緊の課題である．
また，気候変動への対応の観点からは，我が国の農林水産分野においても温室効果ガスの排出削
減に向けた総合的な取り組みが求められている（農林水産省，2008）． 
水田農業地域においては，用排水機能の強化のためにポンプが活用されている．特に，河川・
湖沼等からの揚水によって灌漑されている地域では，維持管理費の低コスト化と温室効果ガスの
排出削減の観点から，ポンプ運用のために消費される電力エネルギーの縮減が望まれている． 
揚水灌漑が行われている地区においては，ポンプを用いた湖沼や河川からの取水だけではなく，
ダムや頭首工からの取水や，ため池や井戸など補助的な水源からの灌漑用水の供給もされている．
複数の水源に依存する灌漑地区で最適な用水計画を決定するためには，取水源の取水条件を考慮
した上で取水の順序や量を決定する必要がある．堀野ら（1995）は，ダム，頭首工，地下水を主
要な水源とする滋賀県愛知川扇状地に対して，線形計画法を用いて取水条件に応じた最適な用水
計画を提示し，現況の水利システムの課題について議論した．揚水灌漑による用水利用の課題と
しては，谷口・佐藤（2006）が茨城県鬼怒川流域の揚水灌漑地区において，ポンプ運転費節減の
ための配水量抑制とそれに伴う逆説的な過剰取水の実態を明らかにした．また，田保ら（2001）
や高橋ら（1998）は，滋賀県日野川流域で揚水灌漑の実態を踏まえて水循環を定量化し，水質汚
濁への影響を考察した．加藤・後藤（1992）は，揚水機場を伴う水利システムにおいて必要な調
整容量を議論した．このように，揚水灌漑や複数水源による用水計画の量的な側面からの検討は
既になされている．しかし，エネルギーの観点から用水管理の最適化を試みた事例はまだない． 
本研究では，揚水灌漑地区である日野川地区を対象に，現況の用水の需要と供給の空間的分布
と時間的変動を明らかにするとともに，用水供給に必要なエネルギーを位置水頭で評価する．ま
た，揚水灌漑における電気エネルギーの縮減方法について，用水需給の分布と変動から読み取ら
れる対応策を議論するとともに，ポンプによる揚水と頭首工からの取水による複数の水源に依存
する受益地に対して水源の再配分による用水供給エネルギーの縮減可能性を検討する． 

 
2 調査地区の概要 
日野川は，水源である綿向山（標高 1,110 m）から琵琶湖に注ぎ
込む延長 42.2 kmの河川で，201.7 km2の流域面積を有する（滋賀県，
2011；図 1）．流域が小さく河川延長も短いため，降水があっても
すぐに出水してしまうことから，常時の河川流量は少なく常襲の干
ばつ地帯であった．このため，日野川沿いの近江八幡市，竜王町，
東近江市（旧蒲生町），日野町の水田地帯を対象に，水源対策とし
てダム，頭首工，揚水施設を新設する国営日野川農業水利事業が
1974年に着工し，1994年に完了した（日野川農業水利事業所，1994）． 
国営日野川農業水利事業の受益地（以降，日野川地区）は，計画
時点で 52.1 km2（水田 49.9 km2，畑 2.2 km2）である（日野川農業水
利事業所，1994）．日野川地区における水利システムの概要を図 2
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に示す．上流部に設置された蔵王ダムは，堤高 56.0 m，堤長 370 mのゾーン型ロックフィルダム
で，有効貯水量は 4.6 × 106 m3である．日野川本川および支流の佐久良川には併せて 9つの頭首工
が設置されている（うち 5 つは県営事業による）．また，既設の井堰や溜池も水源として利用す
る．これらでなお不足する用水は，琵琶湖（湖面標高 84.5 m）からのポンプ揚水に依存する．日
野川の河口付近に設置された第 1段揚水機場から，管網系と多段系の 2つの幹線水路によって地
区内に送水される．管網系は近江八幡市内の受益地が対象であり，これらの受益地では他の専ら
揚水灌漑に依存している．一方，多段系の用水は上流の竜王町，東近江市，日野町が対象であり，
第 2段，第 3段，第 4段の揚水機場を経てより上流の受益地へと配水される．この多段系の揚水
システムについては，図 3に概要を示す．これら上流の受益地の多くの部分は多段系による揚水
と頭首工（蔵王ダムまたは佐久良川）の両方を水源としている．なお，これらの水利システムは，
現在，日野川流域土地改良区が包括的に管理している． 

 

 
図 2：日野川地区の水利システムの配置（日野川農業水利事業所，1994を元に作成） 

 

 
図 3：日野川地区の多段系システムの概要（受益地 IDは表 1に対応） 
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3 研究方法 
3.1 圃場における水需要の評価 
圃場が必要とする水の量とそのポテンシャル（位置水頭）を把握するために，現況の圃場区画
を地理情報システム（GIS）上で整理するとともに，圃場の標高に関する情報を付与する．圃場
区画は，圃場一筆ではなく，国土地理院の基盤地図情報における「水涯線」「道路縁」でおおよ
そ囲まれ，かつ，国土数値情報「土地利用細分メッシュデータ（平成 21年）」で「田」または「そ
の他の農用地」が過半を占めるポリゴンとする．但し，Bing Maps（http://www.bing.com/maps/）
の航空写真を参考に，明らかに農地でない区画は除外し，農地であるものは加える．作成された
圃場のポリゴンに，ポリゴン内にある基盤地図情報「5 mメッシュ（標高）」または「10 mメッ
シュ（標高）」のメッシュ中央点の標高の平均値を付与する．両方存在する場合は 5 m のものを
使用する．これらの基盤地図情報のない区画では，数値地図「50 mメッシュ（標高）」を用いる． 
また，日野川地区計画一般平面図（日野川農業水利事業所，1986）に基づき，各圃場における
水源からの取水様態を表 1のように分類し，この分類情報を作成したポリゴンに付与する． 

 
表 1：日野川地区における受益地の取水様態の分類 

ID 取水様態 ID 取水様態 
0 受益地外 9 多段系・原頭首工・杉谷川井堰掛かり 
1 第 1段揚水機場（管網系）掛かり 10 多段系・小野井堰掛かり 
2 多段系祖父川分水工掛かり 11 多段系・奥之池井堰掛かり 
3 多段系・名神日野川頭首工掛かり 12 蔵王ダム直接掛かり 
4 多段系・蒲生頭首工掛かり 13 小井口頭首工掛かり 
5 山之上畑かんポンプ場掛かり 14 鎌掛頭首工掛かり 
6 多段系・必佐・別所頭首工掛かり 15 ため池掛かり 
7 多段系・蓮花寺頭首工掛かり 16 多段系・野川井堰掛かり 
8 多段系・鳥居平頭首工掛かり 17 多段系・奥師井堰掛かり 
 

3.2 現況での水供給の整理 
日野川流域土地改良区では，日野川地区の水利システムの管理にあたって，ダムの貯水量や頭
首工，揚水機場の取水量などの推移を管理日報として記録している．本研究では，2009年度の管
理日報を元に，ダム，頭首工，揚水機場における取水量の時間変化をとりまとめる．また，表 1
の受益地の取水様態の分類ごとに，灌漑水量に占める揚水灌漑への依存割合を算出する． 

 
3.3 水源の再配分によるエネルギー削減効果の評価 
上述によって整理された水需要および水供給の現況を踏まえて，受益地の水源を再配分した場
合の揚水エネルギー削減効果を検討する．具体的には，各水源から取水できる量を変更しないと
いう条件の下，実現可能性を考慮して次の 5パターンの再配分方法を設定する：1) 現況のまま，
2) 多段系の受益地のうち，日野川本川から取水している受益地（ID: 3, 4+5, 6）において揚水灌
漑分を日野川から賄い，浮いた水量を多段系の受益地に上流から順（ID: 9�8）に配分，3) 原頭
首工に掛かる受益地（ID: 9）の水源を全て河川水で賄い，浮いた揚水量を名神日野川頭首工掛か
り受益地（ID: 3）に配分，4) 蓮花寺頭首工に掛かる受益地（ID: 7）の水源を全て河川水で賄い，
浮いた揚水量を名神日野川頭首工掛かりに配分，5) 別所・必佐頭首工に掛かる受益地（ID: 6）の
水源を全て河川水で賄い，浮いた揚水量を名神日野川頭首工掛かりに配分．これらの再配分パタ
ーンにおける各圃場の揚水灌漑への依存割合と琵琶湖の水面を基準とした位置水頭を計算し，こ
れらに圃場面積を乗じて必要な位置エネルギーとして推算する．なお，簡単のため，河川からの
取水に制限はないと仮定する．受益地 4と 5は統合して扱い，溜池や井堰からの取水は無視する． 
また，揚水灌漑の電気エネルギーを削減するための一般的な方策についても検討する． 



4 結果 
4.1 圃場区画の標高と取水様態の分布 
調査地区における圃場区画の標高を図 4に示す．また，日野川地区計画一般平面図（日野川農
業水利事業所，1986）に基づく圃場の取水様態の分布を図 5に示す． 
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図 4：調査地区における圃場標高の分布 

 

 
図 5：調査地区における圃場の取水様態の分布（取水様態分類 IDは表 1に対応） 
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4.2 各水源からの取水量の変動と各受益地における揚水灌漑への依存割合 
蔵王ダムと下流の頭首工における取水量や水位の日変動を図 6に示す．8月の出穂期に頭首工
での取水量が増大し，それに伴って蔵王ダムの放流量も増大して水位が低下し，9 月には死水面
標高付近まで達している．2009年 8月の蔵王ダムおよび下流の頭首工，ならびに第 1段揚水機場
における取水量の 30分ごとの時間変化を図 7に示す．8月前半に取水量が減少する期間ではまと
まった降水量が記録されている．8月 24日から 28日までの間に 0.5 mm以上の降水は記録されて
いないが，管網系以外の水源からの取水が減少している．これは，登熟期に入り間断灌漑になっ
たことや当該期間の気温が比較的低かったことによるとみられる．取水量の多い期間において，
別所，蒲生，名神日野川の各頭首工の取水量は，計画取水量に近い 1.0 m3 s�1前後で推移している． 
取水様態の分類（表 1）ごとに，4 月から 9 月までの灌漑水量に占める揚水灌漑への依存割合
を表 2に示す．また，現況（2009年）における揚水灌漑への依存割合の空間分布を図 8に示す．
名神日野川，蒲生の両頭首工に掛かる受益地では多段系の水は補助的なものであり，揚水灌漑へ
の依存度は低い．佐久良川の上流にある多段系掛かりの受益地は，揚水灌漑への依存度が高い． 
 

 
図 6：蔵王ダムの水位，取水量，放水量ならびに下流の主要な頭首工の取水量の年間推移 
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表 2：揚水灌漑と河川取水の両方に依存する受益地での各水源への依存割合（2009年） 
ID 取水総量 揚水 （対象施設） 河川 （対象施設） 
3 9.1 × 106 m3 0.2% 名神日野川分水工 99.8% 名神日野川頭首工

4+5 8.8 × 106 m3 0.4% 竜王・蒲生分水工 99.6% 蒲生頭首工 
6 10.0 × 106 m3 12.2% 別所第 9分水工 87.8% 別所・必佐頭首工
7 8.8 × 106 m3 31.6% 第 2号吐出工 � � 3�	
� � ý�� 68.4% 蓮花寺頭首工 
8 4.2 × 106 m3 37.3% 第 3号送水系 � � 3�吐出工 62.7% 鳥居平頭首工 
9 1.3 × 106 m3 77.0% 第 4号送水系 23.0% 原頭首工 

 
表 3：水源を再配分した場合の揚水灌漑への依存割合と揚水灌漑に必要な位置エネルギーの総量 

ID  パターン 1 パターン 2 パターン 3 パターン 4 パターン 5
3  0.2% 0.0% 11.2% 30.9% 13.7%

4+5  0.4% 0.0% 0.4% 0.4% 0.4%
6  12.2% 0.0% 12.2% 12.2% 0.0%
7  31.6% 31.6% 31.6% 0.0% 31.6%
8  37.3% 60.4% 37.3% 37.3% 37.3%
9  77.0% 100.0% 0.0% 77.0% 77.0%

位置エネルギー 8.07 × 106 MJ 8.65 × 106 MJ 5.09 × 106 MJ 7.11 × 106 MJ 7.52 × 106 MJ
 

4.3 水源の再配分による位置水頭総量の変化 
再配分パターン 1から 5までに従って水源を振り分けた場合の揚水灌漑への依存割合と，この
依存割合と水田標高に基づいて推算された揚水灌漑に必要な位置エネルギーの総量を表 3に示す．
位置エネルギーの計算においては，1年間に圃場へ供給される用水の量を粗用水量と受益面積（日
野川農業水利事業所，1986）から 1,610 mmと仮定している．また，パターン 1（現況）とパター
ン5の場合において揚水灌漑に必要となる位置エネルギーの分布をそれぞれ図9と図10に示す． 

 

 
図 8：調査地区における圃場の揚水灌漑への依存割合（2009年） 
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5 考察 
5.1 揚水灌漑に係るエネルギー削減の可能性 
水源再配分による位置エネルギーの総計の推算結果（表 3）から，同じ水量を揚水によって灌
漑するのであれば下流より上流のほうがエネルギーが必要であることが見てとることができる． 

 

 
図 9：再配分パターン 1の場合（現況）の揚水灌漑に必要な位置エネルギーの分布 

 

 
図 10：再配分パターン 5の場合の揚水灌漑に必要な位置エネルギーの分布 
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パターン 3は，佐久良川最上流部の受益地の揚水灌漑分を河川水で賄う再配分案であり，大き
なエネルギー縮減を見込めるが，当該受益地の流域は非常に小さく現況以上の河川取水は見込め
ないため，実際的には困難である．パターン 4は，佐久良川が日野川に合流する付近の受益地で
揚水灌漑分を削減する案であり，削減される揚水量が大きいため，それだけの水を佐久良川から
確保できるかが課題となる．パターン 5は，日野川中流部の受益地で揚水灌漑分を削減する案で
あり，約 6.7%のエネルギー削減が見込まれる．しかし，図 6に示すように蔵王ダムの放流可能量
には余裕がなく，図 7 に示すように頭首工の取水量も施設容量の上限近くに達している．更に，
河川取水量の変更については水利権の問題も発生する．このため，即座にはこれらの再配分を実
行できないが，今後の施設更新において考慮することは可能であると思われる． 
再配分以外の方策としては，既存の溜池や井堰の積極的利用も有効であると考えられる．また，
老朽化による漏水やエネルギー損失を抑えるためにも施設機能保全は重要である． 
 
5.2 位置水頭による評価の可能性と今後の課題 
本研究では，GIS を利用して圃場の標高と水源に関する情報を集約し，それを基に揚水灌漑に
必要な位置水頭を推算して，水源を再配分した場合の揚水エネルギー削減の可能性を検討した．
本研究の方法は，メッシュ標高と農地区画，受益地における各水源への依存割合といった限られ
たデータを基にしてGISで統合するもので，揚水エネルギー縮減のための概査として有効であり，
他の揚水灌漑地区にも適用可能であると考えられる． 
本研究の方法では，揚水灌漑に必要なエネルギーを農地標高から見積もっているため，現実に
そぐわない点もある．例えば，揚水系統の管路から吐出口を経て開水路に流れ込んでいる場合は
圃場よりも高い地点まで水が汲み上げられていることになる．また，管水路での損失水頭や上流
の揚水機場の調整池への吐出の影響も考慮されていない．農地標高に替えて実際に揚水のために
必要な水頭を圃場区画に紐付けして解析することで，より実態に即した揚水エネルギーの算定が
可能になる．さらに，今回の計算では，河川からの取水に制限を設けていない．実際には河川流
量の限界や水利権の問題が関係するので，これらを制約条件として考慮することが必要になる． 
 
6 おわりに 
本稿では水源の再配分による揚水エネルギー縮減の評価方法を提示した．管理コストの縮減の
ためには，エネルギー，水管理，施設管理など複合的な観点から検討することが重要である． 
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Experiment of Critical Swimming Speed of Oryzias latipes latipes   
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A stochastic population dynamics model for sustainability assessment 
in two adjacent habitats 
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1. Introduction 
Population dynamics in habitats under stochastic 
disturbances has been discussed in the literature that 
relates quasi-stationarity to stochastic processes 
(Nåsell, 2001; Lebreton et al, 2007). However, 
Unami et al (2012) shows that sustainability of 
population in habitats is well-defined as stationarity 
of the stochastic processes over an infinite time 
horizon, since it is mathematically stated as the 
existence of a non-trivial steady solution to the 
Kolmogorov’s forward equation (KFE) associated to 
the governing stochastic differential equations 
(SDEs). A method is proposed here to compute such 
a non-trivial steady solution to the KFE for cases of 
two adjacent habitats. Application to a real world 
problem is demonstrated, considering Phoxinus 
oxycephalus jouyi as the target fish species. Field 
surveys are conducted to identify the values of 
model parameters. Then, the effect of a hydraulic 
structure fragmenting habitats is assessed in terms of 
the steady probability density function. 
 
2. Stochastic population dynamics model 
A stochastic model representing population 
dynamics in two adjacent habitats is given by 

( ){ }

( ){ }
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 (1) 

where t is the time, subscript i represents the habitat i, 
iN  is the population, ir  is the growth rate 

coefficient of population, iK  is the carrying 
capacity of the habitat, iμ  is the migration 
coefficient, ijb  is the migration success rate from the 

habitat j to the habitat i , iσ  is the volatility, and iB  
is the one-dimensional Brownian motion. The 
growth rate coefficient multiplied by the carrying 
capacity is an unimpeded growth rate. 

Applying the Itô’s formula to the logarithm 
functions 

logi iX N= , (2) 
(1) is transformed into 
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, (4) 

and (3) is summarized as the system of SDEs 
d ddt σ= +X V B , (5) 

where 0
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The probability that X  is found in a subset 
G  of 2�  provided that =X ξ  is observed at the 
time tτ <  is denoted by ( ), , ,P P t Gτ= ξ . A 
probability density function ( ), , ,p p tτ= ξ x  is 
defined so as to satisfy 

( ) ( ), , , , , , d
G

P t G p tτ τ= ∫ξ ξ x x . (6) 

Then, the KFE associated with (5) govern p  as 

( )
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which is a parabolic partial differential equation. 
The stochastic process X  is stationary provided that 
the KFE (7) has a non-trivial steady solution in 

( )2
0C∞ � . It is sufficient for p  to be a steady 

solution of (7) to satisfy 
2
0

0

2
1

1

2

2

p
x

p
p

x

σ

σ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎛ ⎞∂⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

V . (8) 

Henceforth, iσ  is assumed to be constant. Then, (8) 
is reduced to 
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s U
s
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3. Application to an agricultural drainage canal 
An agricultural drainage canal is considered as a set 
of fish habitats. A by-pass system fragmenting the 
canal is temporally installed, to create two adjacent 
habitats for less migratory fish species such as P. 
oxycephalus jouyi, whose unimpeded growth rate is 
assumed to be 0.50 year-1. The upstream and the 
downstream sides of the by-pass system are referred 
to as the habitats 0 and 1, respectively. As a result of 
field surveys, the carrying capacities are estimated 
as 0 0.1K =  kg and 1 0.2K =  kg. Accordingly, the 
growth rate coefficients are set as 0 5.0r =  kg-1year-1 
and 1 2.5r =  kg-1year-1. It is assumed that the 
volatilities are constants as 0 1 0.1σ σ= =  year-1/2. 
The upstream end of the canal is a dead end, while 
its downstream end is connected to a river, whose 
turbidity is out of the fish species’ preference. The 
by-pass system is assumed not to disturb 
downstream migration from the habitat 0 to the 
habitat 1. Therefore, the parameter values 
dominating migration are set as 0 0.01μ =  year-1 
and 10 1.0b = , however, two Cases A and B, where 
the by-pass system is installed or not, respectively, 
are considered with the parameter values shown in 
Table 1. 

Table 1 Values of 1μ  and 01b  for two Cases 
 1μ  01b  

Case A (with by-pass) 0.01 0.0 

Case B (without by-pass) 0.02 1.0 

For each Case, the ordinary differential equation 
(10) is numerically solved toward 120 radial 
directions every 3 degrees, starting from the zero of 
(4). The results are shown in Figs. 1 and 2 for Cases 
A and B, respectively. The zeros of (4) are 
( )2.33, 1.63− −  and ( )2.26, 1.65− −  for Cases A and 
B, respectively. Such a situation that population is 
small in the upstream habitat 0 while it is large in the 
downstream habitat 1 is more common in Case A. 
This is in accordance with intuition. However, it 
seems that the by-pass structure least affects the 
overall sustainability of the fish population. 
 
4. Conclusions 
The stochastic population dynamics model with 10 
parameters is proposed to assess sustainability of the 
fish population in two adjacent habitats. The 
computational method for the steady probability 
density function is applicable to analogous problems 
of higher dimensions, since it does not directly solve 
a partial differential equation of higher dimensions. 

 
Fig. 1 Distribution of p -values for Case A 

 
Fig. 2 Distribution of p -values for Case B 
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Study on Fishery Resources Conservation in the Ariake Sea Using a Two-Dimensional 

Convective-Dispersion Model
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Measurements of wettabilities and hydraulic properties of WRP-mixed porous media 
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撥水性土壌における動的毛管力を考慮した水動態のモデル化

京都大学大学院農学研究科 ©渡邊 貴史 · 竹内 潤一郎 · 藤原 正幸

1はじめに
撥水性土壌の存在は世界各地で報告されており，低

い水分保持能力による作物の生育障害や低い浸透能
による過度の表面流出などが問題となっている．ま
た，撥水性土壌内への水浸透においては，特異な状態
であるフィンガー流が形成されることが知られてお
り，肥料成分の溶脱による地下水汚染が問題となって
いる [1]．
一般に，土壌などの多孔質媒体中の浸透流を表
す支配方程式には Richards 式が，補助式として土
壌水理特性（水分保持特性と不飽和透水係数）には
Brooks·Corey モデルや van Genuchten·Mualem モ
デルなどが用いられることが多い．しかし，これらの
土壌水理特性に関するモデルは熱力学的に均衡状態，
つまり定常状態における圧力水頭との関係式であり，
これらのモデルでは乾燥状態の多孔質媒体の固体表
面の一部が液体・固体界面でおきかえられていく動的
なぬれ現象を表すことはできないと言われている [2]．
とくに，乾燥状態で自発的な浸透現象が生じない撥水
性土壌では，拡張ぬれに必要な仕事は通常の土壌のそ
れより大きいため，フィンガー流をモデル化するに
は，熱力学的な現象を考慮することが必要である [3]．
乾燥した多孔質媒体への浸透，すなわち粒子表面に
おける拡張ぬれ現象は，熱力学的にみると不均衡に
よって生じる．多孔質媒体内の不均衡状態を表すた
めに，Hassanizadeh · Gray (1993)によって，毛管圧
と飽和度の関係として動的毛管圧の概念が提案され
ている．この概念には，固体表面の一部分が液体・固
体界面に置き換えられるぬれの現象が起きる際に必
要となるヘルムホルツ自由エネルギーが考慮に入れ
られている．ここでは，撥水性土壌中の水動態を表す
支配方程式として動的毛管圧を考慮した Richards式
を用いて，数値モデルの定式化を行う．

2支配方程式
2-1動的毛管圧
動的毛管圧はマクロな観点から飽和度の時間変化

を用いて表されることが示されている（Hassanizadeh

et al.，2002）．

τ
∂s

∂t
= ψ − p (1)

ここで，τ は緩和係数，s は飽和度，t は時間，ψ は
動的毛管圧，pは均衡状態にあるとしたときの圧力水
頭であり，従来の van Genuchtenモデルなどの毛管
圧-飽和度の関係式によって表される．緩和係数 τ は
Hassanizadeh et al.（2002）やDautov et al.（2002），
DiCarlo et al.（2008）などによって様々な関数形が

提案されているが，ここでは Dautov et al.（2002）
の関係式を採用する．

τ = τ0[ψ − ψ0]
γ
+ (2)

ここで，τ0，ψ0，γ はそれぞれ土壌特有のパラメー
タであり，ψ0 は水侵入圧に相当する．また，[·]+ =

max(·, 0)である．
2-2Richards式
多孔質媒体内の飽和-不飽和浸透流は，Darcyの法

則を不飽和流れにまで拡張した修正 Darcy 則を用い
て，次の Richards式で表される．その鉛直一次元モ
デルは以下のようになる．

∂θ

∂t
=

∂

∂z

(
K
∂ψ

∂z

)
− ∂K

∂z
(3)

ここで，θは体積含水率，z は鉛直方向の座標，K は
不飽和透水係数である．通常の Richards式との違い
は，圧力水頭に動的毛管圧を用いている点である．
撥水性土壌の水分保持特性は，脱水過程では通常

の土壌の脱水過程と同様で，吸水過程では水浸入が
正圧で生じるという特徴があることが分かっている
[7]．そこで，均衡状態の毛管圧-飽和度の関係は脱水
過程は van Genuchtenモデルを用いる．また，吸水
過程の水分保持特性は，同等の粒径分布を持つ通常
の親水性土壌と撥水性土壌の見かけの接触角から，
van Genuchten モデルを用いて表すことが竹内・河
地（2010）によって示されている．
• 脱水過程

sd(p) =
1

(1 + (αd|p|)nd)
md

(4)

• 吸水過程

sw(p) = 1− 1

(1 + (αw|p|)nw)
mw

(
cosθL

cosθB
p

)
(5)

ここで，sd は脱水過程における飽和度，sw は吸水過
程における飽和度，θL は親水性土壌の見かけの接触
角，θB は撥水性土壌の見かけの接触角，α∗，n∗，m∗
はそれぞれ van Genuchten モデルのパラメータであ
る．下付き文字の ∗ は脱水過程 d または吸水過程 w

を表す．
不飽和透水係数には，以下の Mualem モデルを採

用する．

K = KSkr (se) = s1/2e

{
1−

(
1− s1/m∗

e

)m∗}2

(6)

se =
θ − θr
θs − θr

(7)



ここで，se は有効飽和度，θr と θs はそれぞれ残留体
積含水率，飽和体積含水率である．
以上の式に加えて，領域の上端と下端に対象とする
現象に応じた境界条件と領域全体に対する初期条件
を与える．

3数値モデル
以下に，動的毛管圧の式 (1) と Richards 式 (3)

を連立して解いていく手順を示す．式 (3) は，未知
変数として動的毛管圧と体積含水率を含む混合型
Richards式であるので，Celia et al.（1990）による
修正 Picard法によって，時間方向は完全な陰的差分
法，空間方向には有限差分法で離散化する．この手法
により，質量保存に関する計算誤差が軽減されること
が示されている．
ある時刻 t における体積含水率 θt と動的毛管圧

ψt，全水頭 Ht = ψt − z が既知であるとし，時刻
t + 1 のそれらの変数を求めるときの Picard 法にお
ける計算の繰り返し回数を mとする．以下では，あ
る変数 f に対して，fm ≡ f t+1,m とする．離散化さ
れた Richards式 (3)は，係数行列 Aを用いて次のよ
うに表せる．

θt+1 − θt

Δt
+A(θt+1)Ht+1 = 0 (8)

ここで，θ，H は体積含水率と全水頭に関するベクト
ルである．また，式 (1) を式 (4)，(5) の関係式を用
いて，

τ ′
∂p

∂t
= ψ − p (9)

のように変形しておく．ここで，τ ′ = τ ′(p, s) とな
る．
•STEP 1

式 (9) より，pm+1 を以下のように陰的に求め，式
(3)，(4)，(7)から θm+1 をえる．

τ ′(pm, sm)
pm+1 − pt

Δt
= ψm − pm+1 (10)

•STEP 2

次の線形方程式をHm+1 について解く．

A(θm+1)Hm+1 +Dm+1Hm+1

= Dm+1Ht − θm+1 − θt

Δt
(11)

ここで，Dm+1 は ψ についてのベクトル値 (θt+1 −
θt)/(Δt)の導関数の近似である．

Dm+1 =
s∗(pm+1)

Δt

d

dψ

(
ψΔt+ τ(θm+1)pt

τ(θm+1) + Δt

)∣∣∣∣
ψm

(12)

以上の手順を収束条件を満たすまで繰り返し計算を
行う．繰り返し中は吸水過程，脱水過程の切り替えは
行わない．各節点で，|θt+1,m+1 − θt| > 10εならば，
その節点でのヒステリシスが切り替えるものとする．

4まとめ
撥水性土壌における動的毛管力を考慮した水動態

のモデルの定式化を行った．ここでは，親水性土壌に
用いられる緩和係数 τ を採用したが，撥水性土壌に対
しても有効であるか数値実験を通して見極めていく
必要がある．
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間隙ネットワーク流れを考慮した透水係数の推定
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1 はじめに
透水係数はあるまとまった体積の多孔質媒体が有

する特徴量であり，それには空間的な平均化が暗に
含まれている．これまで，マクロな視点で透水係数
に関する研究は多くなされている [1]．一方，計算機
器や手法の発達，x線などの観察機器による間隙構
造の解析がなされるようになり [2]，よりミクロな視
点で，間隙内の流れを直接計算する研究も行われる
ようになってきた [3]．従来のマクロなものと近年の
ミクロなものをつなぐ中間的なスケールのモデルと
して，ネットワークモデルがある [4]．
ネットワークモデルは多孔質媒体中の複数の土壌

粒子の非接触部によって形成される間隙や間隙間を
つなぐ通路を微小な管水路網により再現したもので
あり，多孔質媒体中における透水係数の推定および
毛管現象や水分保持特性を再現するモデルとして用
いられてきた．既往のネットワークモデルは間隙サ
イズや土粒子のぬれ性を考慮して水分保持特性を再
現するとともに気相，液相の二相間に生じる毛管圧
を駆動力とした水の移動に注目して透水係数を推定
するものである [5]．本来なら，管水路網流れは分合
流点における質量保存と損失水頭を考慮して流量を
計算すべきものであるが，そのような取り扱いはな
されていない．そこで，本研究では間隙ネットワー
クにおいて微小管内における管水路流れを考慮した
モデルを用いて，変分原理に基づき実際に各管ごと
の流量を求めることで透水係数を推定する．
2 間隙ネットワークモデル
2-1 管水路格子
本研究では，後述する流れに関する定式化を単純

Inflow

Outflow
l

LΔ

図 1：間隙ネットワークのモデル化

化するため土壌間隙を全て直管であると仮定し，さ
らに格子状に結合した立方体の集合とした間隙ネッ
トワークモデルを採用する（図 1）．また，モデルへ
の流入および流出は立方体に直管の延長として配置
した流入管および流出管を通して行われるものとす
る．
2-2 管水路流れにおける変分原理と汎関数
自然現象の多くは変分原理で説明できるとされ

る．変分原理を上述の間隙ネットワークモデルを構
成する管路の流れに拡張すると管路流れの要素であ
る摩擦，流出，流入の各要素について流量を状態変
数とした部分汎関数を得ることができ，これらの和
として管路流れにおける汎関数 φを得ることができ
る [6]．

φ = φB + φOUT + φIN (1)

ここで，φBは摩擦部分汎関数，φOUTは流出部分汎
関数，φINは流入部分汎関数である.このようにして
得られた φを最小にするような流量を求めることで
定常状態でのモデルを構成する各管の流量を決定で
きる．
摩擦部分汎関数 φBはDarcy-Weisbachの式によっ

て求められる各管における摩擦損失水頭の総和であ
る．ここでは，水路の拡張や収縮による損失水頭は
考慮しないものとする．

φB =
∑
i

1

3
κi|qi|q2i (2)

ここで，
κi =

8λiLi
gπ2d5i

, λi =
64

Rei
(3)

であり，λiは管 iにおける摩擦損失水頭係数であり，
管内の流れは層流であるとしている．di(= 2ri) は
管径，Li は管の長さ，qi は流量，g は重力加速度，
Rei(= qiLi/πr

2
i ν)はレイノルズ数である．

流出部分汎関数 φOUTは自然流出に伴う水頭損失
の和である．

φOUT =
∑
j

hOUT
j qOUT

j (4)

ここで，hOUT
j は流出管 jの流出部における全水頭，

qOUT
j は流出流量である．
流出部分汎関数 φINは自然流入に伴う流入水頭の

和である．
φIN =

∑
k

hINk q
IN
k (5)



ここで，hINk 流入管 kの流入部おける全水頭，qINk は
流入流量である．
2-3 分合流点における連続式
各分合流点 iにおいて，以下の質量保存則が成り立つ．∑

j

qinij =
∑
k

qoutik (6)

ここで，qini は分合流点 iへの流入流量，qouti は分合
流点 iからの流出流量である．
2-4 最小化問題の解法
一般に，管水路ネットワークは，連続式と管網内

の任意の閉回路における水頭差の和は 0になるとい
う Kirchhoffの法則から，非線形連立方程式を作成
するHardy Cross法を用いられることが多い．間隙
ネットワーク流れでは，多孔質媒体にかかる圧力水
頭やその変化の履歴によってネットワークが変化す
ることと，ネットワークが大規模になることから，上
述のような汎関数を用いる方法を採用する．すなわ
ち，間隙ネットワーク流れは，各管の流量 qiを未知
変数として，制約条件 (6)のもとで汎関数 (1)を最
小化する最適化問題となる．ここでは，この制約条
件付きの最適化問題をラグランジュ未定乗数法を用
いて求解する．
2-5 透水係数の推定
定常状態における透水係数KSと間隙ネットワー

クを流れる流量 Qの関係は，以下のようになる．
Q

A
= −KS

ΔH

ΔL
(7)

ここで，

Q =
∑
j

qOUT
j

(
=

∑
k

qINk

)
, ΔH = hOUT − hIN

(8)

であり，Qは定常状態でのモデル全体への流出量 (流
入量)，Aは多孔質媒体の断面積，ΔHは流出口と流
入口の水頭差であり，多孔質媒体にかかる水頭差に
相当する．ΔLは流入口と流出口の距離であり，多
孔質媒体の長さである．
3 適用例
標準砂（粒径約 0.2 mm）を多孔質媒体の対象試

料とし，管長が 0.2 mmの単純立方格子型の間隙ネッ
トワークを作成する．また，試料の大きさは，1辺
2 mmの直方体とする．管の半径は平均 rmean，標
準偏差 σstd(= αrmean)の正規分布に従うと仮定し，
Box-Muller法によって生成する．ここでは，管径の
平均に関して，0.020 mmから 0.050 mmまで増分
0.005 mmで変化させた 7通りと，標準偏差に関し
て，αを 0.0から 0.5まで 0.1ずつ増やした 6通り
の，計 42通りの半径と標準偏差の組み合わせで計
算を行う．各組み合わせにおいて，10回の試行を行
い，透水係数の平均と標準偏差を求める．

計算の結果得られた透水係数の平均と標準偏差を図
2，3に示す．管の半径が大きくなるにつれて，透水係
数も大きくなることが分かる．管径が小さい（0.035

mm以下）ときは，管径のばらつきの影響はほとん
ど受けないが，管径が大きくなるとばらつきの影響
が比較的大きく生じていることが分かる．対象とし
た標準砂の透水係数は，1.93 ×10−2cm/sである [7]

ことから，本モデルから推定される管の等価半径は
0.035から 0.040 mm程度であるといえる．
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図 2：透水係数の平均
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図 3：透水係数の標準偏差

4 まとめ
多孔質媒体の間隙内の飽和流れを管水路ネット

ワーク流れとしてモデル化した．間隙ネットワーク
流れは，質量保存則を制約条件とし汎関数の最小化
問題として定式化し，ラグランジュ未定乗数法で求
解する．このモデルを用いて，標準砂の透水係数を
再現できることが示された．不飽和流れに対しても，
このモデルを適用していくことが課題である．
参考文献
[1] van Genuchten (1980) Soil Sci. Soc. Am. J., 44,

pp.892-898. [2] Peng et al. (2012) J.Hydrology, 472-

473, pp.254-261. [3] Hiopert (2011) WRR, 47, W09508.

[4] Reeves and Celia (1996) WRR, 32, pp.2345-2358.

[5] Joekar-Niasar and Hassanizadeh (2012) Science and

Technology, 42, pp.1895-1976. [6] 坂東 (2008) Excelで
解く配管とポンプの流れ,工業調査会. [7]竹内ら (2011)平
成 23年度農業農村工学会大会講演会要旨集, pp.164-165.
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1はじめに
一般に，土壌などの多孔質媒体の底面を水につけ

ると間隙内で毛管現象が発生する.この現象は間隙内
において固相,液相及び気相の三相の界面の相互作用
により発生する現象である．
これまで，筆者らは疎水性粒子を含む多孔質媒体の
透水係数の推定に関して，CA（Cellular Automaton）
モデルを用いて円管モデルである Kozeny-Carman

の方法を拡張した定式化を行ってきた [1]．一方，よ
り物理的なモデルとして，LB（Lattice Boltzman）
法や粒子法などを用いて間隙スケールでの水の流れ
を計算する研究が行われてきている [2,3]．しかしなが
ら，それらは飽和流れを対象としており，界面の扱い
が必要である不飽和流れを対象としたものはほとん
ど見られない．本研究では，粒子法のMPS（Moving

Particle Semi-implicit）法 [4] を用いて，不飽和流れ
を再現することを目的とする．
粒子法で多孔質媒体内の混相流を検討するにあたっ
て表面張力と間隙内における壁面のぬれ性が重要と
なる．自由表面をもつ流れの計算において，表面張力
に関しては CSF（Continuum Surface Force）モデル
が提唱されており [5]，粒子法でも定式化が提案され
ている [6]．しかし，CSFモデルでは壁面のぬれ性を
表現できないことや，法線ベクトルおよび水面の曲率
の計算が複雑になることが指摘されている [7]．また，
粒子間ポテンシャルを用いて表面張力や壁面のぬれ
性をモデル化する方法も提案されており，毛管現象の
再現がなされている [8]．
ここでは表面張力およびぬれ性を粒子間ポテンシャ
ルを用いる手法を採用し，水分保持特性のヒステリシ
ス現象の一因となっている多孔質媒体の間隙内の毛
管現象を再現することを目標とする．

2モデル
2-1支配方程式
多孔質媒体の間隙中の流れは非圧縮性流れとみな

すことができ，支配方程式は以下のよう連続式と表面
張力項を含めた運動量保存則で表される.

Dρ

Dt
= 0 (1)

Du

Dt
= −1

ρ
∇p+ ν∇2u+ g +

1

ρ
σκδn (2)

ここで，ρは密度，tは時間，uは流速ベクトル，pは
圧力，ν は動粘性係数，g は重力加速度ベクトル，σ

は表面張力，κは水面の曲率，δ は表面張力が表面の
みに働くことを示すためのデルタ関数，nは表面と垂
直な方向の単位ベクトルである．また，D/Dtは実質
微分であり，ラグランジュ法である粒子法では，粒子
自体の移動を計算するので移流項を明示的に扱う必
要はない．
2-2MPS法
MPS法において，粒子 iにおける変数 φの勾配とラ
プラシアンは以下のように表される．

< ∇φ >i= d

n0

∑
j∈Ωi

φj − φi
| rij |2 rijwij (3)

< ∇2φ >i=
2d

λn0

∑
j∈Ωi

(φj − φi)wij (4)

ここで，

rij = xj − xi (5)

wij = w(| rij |) =
⎧⎨
⎩

re
| rij | − 1 (0 ≤| rij |< re)

0 (re ≤ r)

(6)

λ =

∑
j∈Ωi

| rij |2 wij
∑
j∈Ωi

wij
(7)

であり，d は空間次元数，Ωi は粒子 i の影響半径 re
内の領域，j はその中に含まれる粒子で，ただし，i自
身は除くものとする．xi は粒子 iの座標，w(r)は重
み関数，n0 は規定粒子数密度で，一般に初期配置時
の水面や壁面から十分離れた位置の粒子数密度を用
いる．粒子 iの粒子数密度 ni は以下のように表わさ
れる．

ni =
∑
j∈Ωi

w(| rij |) (8)

この式によると，粒子数密度は水面や壁付近の粒子で
は内側の粒子と比べて小さくなる．そこで，壁を固定
粒子を用いて表したり，壁重み関数を定義することに
より，壁面からの粒子数密度への寄与分を考慮するこ
とで，壁付近でも内側と同等の粒子数密度となるよう
にする．これにより，以下の式のように係数 β(< 1)

を用いて，粒子 iが水面にあるかどうかを判定するこ
とができる．

ni < βn0 (9)



2-3粒子間ポテンシャル力
表面張力や壁面のぬれ性を表現するために，粒子間

に導入するポテンシャル Φとして以下の式を用いる．

Φ(r) =
1

3
(r − 3

2
r0 +

1

2
rpte )(r − rpte )2 (10)

ここで rは粒子間距離，r0 は初期粒子間距離，rpte は
粒子間ポテンシャルの影響半径である．粒子 iが，粒
子間ポテンシャルによって粒子 j から受けるポテン
シャル力は，以下のように表される．

Fij = −Cff
dΦ(rij)

dr
nij (11)

ここで，

nij =
rij

| rij | (12)

であり，Cff は流体粒子間のポテンシャル係数である．
粒子 iが周囲の粒子から受けるポテンシャル力は，式
(11)の合力であり，以下のように表される．

Fi =
∑
j∈Ωi

Fij (13)

表面張力 σ は単位表面積あたりの自由エネルギー
とみなすことができる．つまり，表面に蓄えられるエ
ネルギーは表面を作るのに必要なエネルギーであり，
これは粒子を引き離すのに必要な仕事と同等である．
本モデルの場合，ポテンシャル力に逆らって行う仕事
が表面を作るのに必要なエネルギーとなることから，
ポテンシャル係数と表面張力の関係を導くことがで
きる．r∗(< rpte )離れた位置にある粒子 iと粒子 j を
引き離すのに必要な仕事Wij は，

Wij =

∫ ∞

r∗
Fijdr = CffΦ(r

∗) (14)

であることから，断面積 S の液体を引き離すのに必
要な仕事Wff は，表面をはさんだ両側の領域をそれぞ
れ ΩX，ΩY とすると，

Wff =
∑
i∈ΩX

∑
j∈ΩY

Wij = 2Sσf (15)

であり，これは表面積 2S に蓄えられる自由エネル
ギーに相当する．これより，ポテンシャル係数は以下
の式で求めることができる．

Cff =
2Sσf∑

i∈ΩX

∑
j∈ΩY

Φ(| rij |)
(16)

2-4壁面のぬれ性
表面張力 σ と接触角の関係は Young の式によっ

て表される．

σs − σfs − σf cos θ = 0 (17)

ここで σs，σfs，σf はそれぞれ固体の表面張力，固体-

液体間の表面張力，液体の表面張力である．
式 (15)と同様にして，断面積 S の固体-液体界面を

引き離すのに必要な仕事Wfs は，

Wfs = (σf + σs − σfs)S (18)

となる．Youngの式 (17)と式 (15)・(18)から，Wff

とWfs の関係が以下のように得られる．
Wfs

Wff
=

1

2
(1 + cos θ) (19)

ここで，固体-液体間のポテンシャル係数を Cfs とす
ると，Cff と Cfs の関係は以下のようになる．
Cfs

Cff
=

1

2
(1 + cos θ) (20)

2-5時間進行
SMAC（Simplified MAC）法と同様な半陰的な解

法を採用する．すなわち，運動量保存則 (2) の粘性
項，重力項，表面張力項から，仮の流速を陽的に計算
し，粒子の仮の位置を求める．質量保存則と圧力勾
配項から導出される圧力のポアソン方程式を陰的に
解くことによって，速度の修正量を計算し，速度と粒
子の位置を更新する．以上の手順を繰り返すことに
よって，時間進行を行う．

3まとめ
多孔質媒体における不飽和流れを MPS 法で計算

するために，表面張力や壁面のぬれ性を考慮した定式
化を粒子間ポテンシャルを用いて行った．今後は，イ
ンクボトル効果などの毛管現象が再現できることを
確認した上で不飽和流れの計算を行い，透水係数や水
分保持特性などのマクロな特性の再現を目指す．
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Optimal strategies for water pumping from shallow aquifer 
in Bangladeshi floodplain 

 
Ryota Kuwano, Faculty of Agriculture, Kyoto University 

A.H.M.B. Alam, K. Unami, M. Fujihara, Graduate School of Agriculture, Kyoto University 
 
1. Introduction 
Floodplains are extending over the most part of 
Bangladesh, where the contrast between wet and dry 
seasons is significant. Submergence of vast areas is 
the common phenomena during the wet seasons, 
while there is almost no natural surface water avail-
able during the dry seasons. Though the recent in-
troduction of groundwater irrigation using shallow 
tube wells has dramatically increased agricultural 
production in dry seasons, groundwater depletion 
and resulting hazardous problems have been report-
ed (Shahid and Hazarika, 2010; Rahman and 
Mahbub, 2012). The over-exploitation of ground-
water is also suspected to be one of the main causes 
of deteriorating floodplain ecosystems, which are 
the habitats for fish being the major protein-source 
for the inhabitants (Mamun, 2010). 

To establish sustainable groundwater irriga-
tion in the dry seasons of Bangladesh, it would be 
advisable that operation of irrigation pumps should 
follow scientifically rationalized rules feeding back 
monitored groundwater levels. Here, based on the 
framework of stochastic control, optimal strategies 
maximizing the quantity of irrigation water without 
causing water hazards are deduced. A stochastic 
differential equation (SDE) model is proposed for 
the groundwater level of an ideal aquifer, and a per-
formance index evaluating the quantity of irrigation 
water is set up. Then, the Hamilton-Jacobi-Bellman 
(HJB) equation governing the optimal rate of 
pumping that maximizes the performance index 
becomes a parabolic partial differential equation 
(Øksendal, 2007). The HJB equation is numerically 
solved with the upwind finite element scheme pro-
posed by Unami et al (2010). 
 
2. Formulation of stochastic control problem 
The ordinary differential equation describing the 
level h  of groundwater is conventionally given as 

0( )dh h h u
dt

= − −  (1) 

with the domain constraining the range of h  as 
min maxh h h< <  (2) 

where maxh  is the maximum ground water level not 
causing flooding, minh  is the minimum groundwater 
level that the pump can operate, 0h  is the equilibri-
um level of groundwater, and u   is the pumping 

rate. Then, the stochastic counterpart of (1), consid-
ering h  evolving with the time as a stochastic pro-
cess ( ) ( ),h h t h t ω= =  for an event ω , is written as 
a SDE 

d ( , , )d ( , , )d th b t h u t t h u Bσ= +  (3) 
where b  is the drift coefficient,  σ  is the volatility, 
and tB  is the one-dimensional Brown motion, im-
plying that the pump discharge rate of flow is also 
regarded as a stochastic process u  on the same 
probability space. The drift coefficient b  and the 
volatility σ  are assumed to be of the forms 

0( , , ) ( ) ( , )b t h u h h u t h= − −  (4) 
and 

( , )( , , ) ( , ) u t h
tt h u t h eσ σ=  (5) 

respectively. Another two-dimensional stochastic 
process ( )( ),tX s t h s t= + +  is governed by 

d
d

d dt
t

t
b t Bσ

⎛ ⎞
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X  (6) 

with ( )0

s
h s

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
X x . For a fixed bounded 

two-dimensional domain G  containing x , the first 
exit time gτ  is defined as 

inf{ | 0, }g tt t Gτ = > ∉X . (7) 

Then the performance index ( )uJ x  to be maxim-
ized is set as 

0
( ) ( , )dGu

t tJ E f u t
τ

= ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦∫xx X  (8) 

where f  is the profit rate function in G , and E x  
represents the expectation with respect to the prob-
ability law of tB  starting at the point where =X x . 
The stochastic control problem is to find an optimal 
control * * ( , )u u ω= x  in a set A  of admissible con-
trol such that  

*( ) sup ( ) ( )u u

u
J J

∈
Φ = =x x x

A
. (9) 

If the control u  is restricted to Markov controls 
which are of the form ( ), ( , )u u t h t ω= , then the HJB 

equation gives the optimal control *u  as 
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where the operator uL  is defined as 
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3. Computational examples 
A test case is formulated with 

0 1( , ) ( )
h h

hf x h f h he he
− −

= = = , (12) 

[ ] [ ]0, 0,0.1maxQ= =A , (13) 
and 

( ) ( ) ( ) ( )mam xin ,0, 0,20 0,10G h hT= × = × . (14) 
The volatility σ  is assumed to be a constant unity. 
To fulfill (10), u∗  and Φ  have to satisfy 
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where 
2 2

22
C

h
σ ∂ Φ

=
∂

. (17) 

For the parabolic partial differential equation (15), 
the terminal condition  

| 0s T=Φ =  (18) 
and the boundary conditions 

min max( ) ( ) 0h hΦ = Φ =  (19) 
are imposed.  

Fig.1 Optimal control strategies for pumping rate 

 
Fig. 2 Supremum values of the performance index 

The numerical results are shown in Figs. 1 and 
2. The subdomain of the groundwater level where 
the pump should operate expands as the time 
evolves. Almost equal values of the performance 
index can be achieved unless the groundwater level 
does not fall below the equilibrium level 0h . 
 
4. Conclusions 
The optimal strategies for pumping rate are numer-
ically obtained with the achieved performance in-
dex. The model parameters are going to be identified 
in the context of a study site in the northern part of 
Dhaka Division, Bangladesh. 
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An autonomous runoff model using stochastic differential equations 
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1. Introduction 
Conventional hydrology considers runoff processes 
in a basin as the input-output relationship generating 
water flows from the precipitation, which is 
stochastic. An alternative novel approach is to 
model the output water flows exclusively, so that the 
statistics of the runoff processes are well 
reproduced. An autonomous runoff model is 
developed here to represent the level of stored water 
in a micro rainwater harvesting system. The model 
consists of two stochastic differential equations 
(SDEs), so that a zero-reverting process triggers 
events of rainwater harvesting. Chiang et al (1995) 
gives an analogous example of a couple of SDEs 
where one stochastic process unilaterally affects the 
other. The model parameters are identified from the 
data observed in the micro rainwater harvesting 
system. 
 
2. Micro rainwater harvesting system 
The micro rainwater harvesting system is a field plot 
developed in the water resources engineering 
experimental station of Kyoto University. The 

station is located at the coordinates 35 29 23 N 135 
21 57 E on Maizuru Bay, the Sea of Japan. The 
system is circular in horizontal shape, and its vertical 
cross section is shown in Fig. 1. A plastic bucket 
filled with gravel is buried at the center to collect 
rainwater, which is harvested by an inclined water 
repellent sand (WRS) layer. The water stored in the 
plastic bucket can be withdrawn from an outlet 
located at the level of datum. A drain, which is a 
steel pipe, is installed at the top of the plastic bucket, 
which is located 0.15 m above the outlet. A water 
level sensor is set at the bottom of the plastic bucket. 
Saltwater is introduced from the sea to surround the 
system, so that salinity serves as a tracer. Withdrawn 
water from the system is stored in a tank to be 
readily available for irrigation of plants grown on 
the system. 

The level of the stored water was logged every 
10 minutes during the period from 13:00 June 25th, 
2012 through 11:10 October 23rd, 2012. There were 
16 rainfall events that recharge the plastic bucket. 
The stored water was completely withdrawn every 
seven days interval. 

Fig. 1  Vertical cross-section of the micro rainwater harvesting system 
 

3. Model description 
The autonomous runoff model, which govern two 
stochastic processes tX  and tY , consists of two 
SDEs 

( )d , d d x
t t t t x tX r X Y X t Bσ= +  (1) 

and 
d d d y

t t y tY Y t Bσ= − +  (2) 
with 

( ) ( )
( )

, max ,0

max ,0
t t t x

t y

r X Y X K

Y K

α β

γ

= − − −

+ −�
 (3)  

and 
( ) { }max

sgn
tt X XXγ γ χ <=�  (4) 

where α , β , γ , xK , yK , maxX , xσ , and yσ  are 

constant parameters, x
tB  and y

tB  are independent 
Browninan motions, sgn denotets the signum 
function, and χ  denotes the indicator function. The 
stochastic process tX  represents the level of the 
stored water and exerted by the stochastic term 

d x
x tBσ  of the SDE (1). Decay of tX  due to 

evapotranspiration is dominated by the parameters 
α  and β  when tX  is small and large, respectively, 
and the parameter xK  is their threshold. The 
parameter maxX  is the upper limit of tX , which is 
prescribed by the level of the drain. The other 



stochastic process tY  is zero-reverting and exerted 
by the stochastic term d y

y tBσ  of the SDE (2). Water 

recharge occurs when tY  is situated outside of the 

domain ( ),y yK K− .  
 
4. Identification of model parameters 
The value of the parameter maxX  is identified as 
0.15 (m) that is the level of the drain. 

A dry spell in the model is defined as a period 
such that t yY K< . From the observed data, it can be 

seen that the decay process of tX  is dominantly 
deterministic during the dry spells. Therefore, the 
volatility xσ  is chosen as small as 310−  (m∙day-1/2). 
Then, the parameters α , β , and xK  are identified 
as follows, neglecting the stochastic term d x

x tBσ  of 
the SDE (1). When t xX K≤ , the SDE (1) results in 
the ordinary differential equation 

d
d

t
t

X X
t

α= − . (5) 

On the other hand, when t xX K> , assuming that β  
is significantly larger thanα , the SDE (1) results in 
the ordinary differential equation 

( )d
d

t
t x t

X X K X
t

β= − −  (6) 

from which 

0

1log
1

x t
x

x

K X K t
K X

β−
= −

−
 (7) 

is obtained. Application of the least square method 
to the observed data yields the best fitting to (7) 
when 0.055xK =  (m) and 6.0β =  (m-1∙day-1). 
Since the decay rate d dtX t−

 

is estimated at
34.02 10−×  (m∙day-1) when 0.055t xX K= = , the 

parameter α  is identified as 0.073 (day-1). 
The basic properties of SDEs are summarized 

in the textbook by Øksendal (2007) and utilized 
here. The SDE (2) is the Langevin equation, and it is 
known that [ ] ( ) 0E exptY t Y= −  and [ ]Var tY  =

( )( )
2

1 exp 2
2

y t
σ

− − . The first exit time τ  from the 

domain ( ),y yK K−  is expected to be 

[ ] ( ) ( )( )02

2E y
y

K Yτ ϕ ϕ
σ

= −  (8) 

where 

( )
2 2

2 2exp exp d d
y y

y yy y yϕ
σ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫ . (9) 

In the observed data an event Ri of recharge is 

defined as the period starting at it T=  and lasting for 
the duration iD . The stochastic process tY  hits the 

boundary of the domain ( ),y yK K−  at each iT  from 

the inside of it. At i it T D= + , tY  is about to leave 
the boundary that it hit at it T= , though it obeys to 

( )E exp
i iT D y yY D K+⎡ ⎤ = −⎣ ⎦  (10) 

and 

( )( )
2

Var 1 exp 2
2i i

y
T D iY D

σ
+⎡ ⎤ = − −⎣ ⎦ . (11) 

Therefore, 

( )( )( )

( )( )

2

2

E 1 exp

1 exp 2
2

i y

y
i

D K

D
σ

⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − −
 (12) 

and thus the parameters yK  and yσ  are related as 

( )( )
( )

22

2

2 1 exp
E

1 exp 2
iy

y i

D
K D
σ ⎡ ⎤− −

⎢ ⎥=
− −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (13) 

For the series 0 , , NT T… , the expectation [ ]E τ  of 
the first exit time from any initial time is evaluated 
as 

[ ] ( )
( )

11

2
1

0

1E d

1
2

i

i

T

T
i i

i i

N

t
T T

T T
T T

τ τ
−−

−

=
−

−
=

−

∑∫∑

∑
 (14) 

which is equated as 

( ) ( )( ) ( )2
1

2
0

2 10
2

i i
y

y N

T T
K

T T
ϕ ϕ

σ
−−

− =
− ∑  (15) 

assuming that tY  starts from the origin at the initial 
time. From the observed data, the right hand sides of 
(13) and (15) are statistically evaluated as 0.343 and 
6.24, respectively. Using the bisection method, (13) 
and (15) are computed as  ( ) ( ), 3.14,1.84y yK σ =  . 
 
5. Conclusions 
The developed autonomous runoff model provides a 
base for stochastic control of withdrawal strategy. 
The identification procedures for the model 
parameters are mathematically rational. However, 
the parameter γ  is yet to be identified. 
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1. Introduction 
Rainwater harvesting (RWH) systems are expected 
to drastically improve agricultural productivity in 
semi-arid regions, where irregular precipitation and 
prolonged dry spells are the major constraint 
(Pachpute et al, 2009).  Scientifically rationalized 
water management strategy is prerequisite for a 
successful RWH system, and the stochastic control 
theory can provide efficient and sustainable opera-
tional rules for water withdrawal (Unami et al, in 
press). 

A micro RWH system has been experimen-
tally developed, and an autonomous runoff model 
for its micro hydrological processes has been estab-
lished with stochastic differential equations (SDEs) 
(Alam et al, 2012). Here, optimal strategies for water 
withdrawal from the micro RWH system, to max-
imize the performance index, which is defined as the 
expected total amount of withdrawn water. The 

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) equation govern-
ing the optimal rate of water withdrawal and the 
maximum performance index is numerically solved 
with the upwind finite element scheme proposed by 
Unami et al (2010). It is shown that the strategy 
actually taken place is in accordance with the com-
putationally deduced one. 
 
2. Operation of the micro RWH system 
The micro RWH system was operated from 13:00 
June 25th, 2012 through 11:10 October 23rd, 2012, 
with the operational strategy that the stored water be 
completely withdrawn every Monday. Rainfall in-
tensity and the level of the stored water were ob-
served as shown in Fig. 1. The expectation of the 
first arrival time of a recharge event from any initial 
time is estimated at 6.24 days. The water level 
gradually recedes after each event of recharge be-
cause of evapotranspiration. 

 

 
Fig. 1 Hyetograph and the level of stored water data observed in the micro RWH system 

 
 3. Formulation of stochastic control problem 
The dynamics of rainwater harvesting system is 
described by the stochastic model consisting of the 
two SDEs 

( ){ }d , d d x
t t t t x tX r X Y X u t Bσ= − +  (1) 

and 
d d d y

t t y tY Y t Bσ= − +  (2) 
with 

( ) ( )
( )

, max ,0

max ,0
t t t x

t y

r X Y X K

Y K

α β

γ

= − − −

+ −�
 (3)  

and 
( ) { }max

sgn
tt X XXγ γ χ <=�  (4) 

where the stochastic process tX  represents the level 
of the stored water, tY  is a zero-reverting stochastic 
process, u   is the control which is the rate of water 
withdrawal, α , β , γ , xK , yK , maxX , xσ , and 

yσ  are constant parameters, x
tB  and y

tB  are inde-
pendent Browninan motions, sgn denotets the sig-
num function, and χ  denotes the indicator function. 



Some of these model parameters have been identi-
fied from the physical dimensions of the system and 
the observed data as shown in Table 1, while it is 
deduced that γ  should be sufficiently large and xσ  
should be sufficiently small. 

Table 1  Model parameters identified from the 
observed data 

α  β  xK  yK  maxX  yσ  
0.073 6.0 0.055 3.14 0.15 1.84 

     A temporal domain ( )0,T  is the presumed period 
of a dry spell, during which the stored water can be 
withdrawn. A spatial x - y  domain of the stochastic 
processes ( ),t tX Y   is set as x yG = Ω × Ω =

( ) ( )max0, ,y yX K K× − . For the bounded domain G , 

the first exit time Gτ  is defined as 

( )( )min inf{ | 0, },,G t tt t X Y G Tτ = > ∉ . (5) 

Then the performance index ( , )uJ x y  to be max-
imized is set as 

,

0
( , ) dG

G

x yuJ x y tuE X
τ

τ
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣

= +
⎦∫  (6) 

where ,x yE  represents the expectation with respect 
to the probability law of the stochastic processes 
starting at the point ( ),x y .  
     The control u  is supposed to be constrained in 
the set [ ]max0,Q  of admissible control. Here, the 
maximum rate maxQ  of withdrawal is set as 

( )
( )

max
max

1min 1min
0 1min

X T t T
Q

t T
− < <⎧⎪= ⎨ ≤ −⎪⎩

. (7) 

The maximum Φ  of ( , )uJ x y  and the optimal 
control *u  are governed by the HJB equation 

( )( )
2 2

*
2

*

,
2

0

yr x y u y
s x y y

u

σ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ
+ − − +

∂ ∂ ∂ ∂

+ =

 (8) 

with the terminal and boundary conditions 
| 0,s T G

x= ∂
Φ = Φ = , (9) 

 fulfilling 
( )
( )

max* 1
0 1

Q h
u

h
∂Φ ∂ <⎧⎪= ⎨ ∂Φ ∂ ≥⎪⎩

. (10) 

 
4. Computational results 
The computed optimal control *u  is equal to maxQ  
for any ( ),x y . This is the operational strategy 
which is actually performed in the micro RWH 
system. The supremum values of the performance 
index at the time 6T −  days are plotted in Fig. 2. 

Those values are smaller at an earlier time, because 
the receding water level reduces the chance of 
withdrawing the stored water. 

 

Fig. 2 Supremum values of the performance index 
at the time 6T −  days. 

 
5. Conclusions 
The optimal strategy for the rate of water withdrawal 
from the micro RWH system is numerically obtained 
with the achieved performance index. It is proved 
that the actual strategy was appropriate in the con-
text of stochastic control. If the control affects the 
stochastic term as well, then the optimal control 
behaves in a quite different manner (Kuwano et al, 
2012). 
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